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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÍÎÉ P -ÀÄÈ×ÅÑÊÎÉ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ
ÑÈÑÒÅÌÅ
Ô.Ì.ÌÓÕÀÌÅÄÎÂ AND Ó.À.ÎÇÈÊÎÂ
Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äëÿ p-àäè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f(x) = x2n+1 + axn+1 íà
ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èëåñ Cp, ïîëíîñòüþ îïèñàíû äèñêè Çèãåëÿ è àòòðàê-
òîðû òàêèõ ñèñòåì.
1. Ââåäåíèå
p-àäè÷åñêèå ÷èñëà âïåðâûå áûëè ââåäåíû íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ê.åíçåëåì. Ïîñëå îò-
êðûòèÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, îíè ðàññìàòðèâàëèñü êàê ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò èññëå-
äîâàíèÿ. Íà÷èíàÿ ñ 1980-õ ãîäîâ ðàçëè÷íûå ìîäåëè, îïèñàííûå íà ÿçûêå p-àäè÷åñêîãî àíà-
ëèçà, àêòèâíî èçó÷àþòñÿ. àçëè÷íûå ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ÷èñåë ê òåîðåòè÷åñêîé èçèêå áûëè
ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ [2℄-[6℄, ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå - â [7℄, ìíîãèì äðóãèì îáëàñòÿì èçèêè
- â [8℄,[9℄.
Èññëåäîâàíèÿ â p-àäè÷åñêîé êâàíòîâîé èçèêå ñòèìóëèðîâàëè èçó÷åíèå p-àäè÷åñêèõ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [10℄-[13℄). Íåêîòîðûå øàãè â ýòîì íàïðàâëåíèè [10℄ ïîêà-
çûâàþò, ÷òî äàæå ïðîñòûå (ìîíîìèàëüíûå) äèñêðåòíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû f(x) = xn
íàä ïîëÿìè p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp è Cp èìåþò âïîëíå êîìïëåêñíîå ïîâåäåíèå. Òàêîå ïî-
âåäåíèå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p. Ñ èçìåíåíèåì p àòòðàêòîðû
îòîáðàæàþòñÿ â äèñêè Çèãåëÿ è îáðàòíî. ×èñëî öèêëîâ è èõ äëèíû òàêæå çàâèñÿò îò p
(ñì.[14℄). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à èçó÷åíèÿ âîçìóùåííûõ âèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
âèäà fq(x) = x
n + q(x), ãäå âîçìóùåíèå çàäàåòñÿ íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíèì q(x). Â ðàáî-
òàõ [21℄,[22℄ èññëåäîâàíû ñâÿçè òàêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ìîíîìèàëüíûìè ñèñòåìàìè.
À òàêæå èçó÷åíû ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè âîçìóùåííèõ ñèñòåì. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâà-
þò, ÷òî ïîâåäåíèå âîçìóùåííûõ ñèñòåì îòëè÷íû îò îáû÷íîãî (ìîíîìèàëüíîãî) è ïîýòîìó
èçó÷åíèå òàêèõ ñèñòåì âàæíî (ñì. òàêæå [1, 13℄).Áîëåå îáùèå èññëåäîâàíèÿ ïîëèíîìèàëü-
íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðîâîäèëèñü â [25℄-[27℄, ãäå èçó÷åíû ìíîæåñòâà Äæóëèÿ (Julia) è
Ôàòó òàêèõ ñèñòåì. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ñòèìóëèðóþò èçó÷åíèÿ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà Ôàòó
äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðîå ñîäåðæèò àòòðàêòîðû è äèñêè Çèãåëÿ
(ñì. [26℄,[27℄,[29℄). Ïîýòîìó, â [23℄ áûëî èçó÷åíî àòòðàêòîðû è äèñêè Çèãåëÿ áîëåå ïðîñòîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âèäà f(x) = x3+ax2 íàä Qp ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðà a. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ îáîáøåíèå âûøå ñêàçàííîé ñèñòåìûá ò.å.
g(x) = x2n+1+ axn+1 íàä ïîëåì Cp. Èçó÷àþòñÿ äèñêè Çèãåëÿ è àòòðàêòîðû òàêîé ñèñòåìû.
Çàìåòèì, ÷òî âûáîð âèäà îáóñëîâëåí òåì, ÷òî íåïîäâèæíûå òî÷êè óíêöèè g(x) íàõîäÿòñÿ
â ÿâíîì âèäå. Çàìåòèì, ÷òî íàøå èññëåäîâàíèå ñóùåñòâåííî îñíîâàíî íà p-àäè÷åñêîì àíà-
ëèçå.
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2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
2.1. p-àäè÷åñêèå ÷èñëà. Ïóñòü Qp ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîïîëíåíèåì
ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ïî îòíîøåíèþ p-àäè÷åñêîé íîðìû, îïðåäåëåííûé íà Q, çäåñü
è äàëåå p - èêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî. Ýòà íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî x 6= 0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå x = pr n
m
, ãäå n è m íå äåëÿòñÿ
íà p. Òîãäà p-àäè÷åñêàÿ íîðìà x ðàâíà |x|p = p−r.
Ýòà íîðìà óäîâëåòâîðÿåò ñèëüíîìó íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà:
|x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p}.
Ýòî ñâîéñòâî ïîêàçûâàåò íåàðõèìåäîâîñòü íîðìû.
Èç ýòîãî ñâîéñòâà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò ñëåäóþùèå:
1) åñëè |x|p 6= |y|p, òî |x− y|p = max{|x|p, |y|p};
2) åñëè |x|p = |y|p, òî |x− y|p ≤ |x|p;
Ïîëå Qp íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè ïîëíûì, ïîýòîìó ÷åðåç Q
a
p îáîçíà÷àåòñÿ åå àëãåáðà-
è÷åñêîå çàìûêàíèå. Â ñèëó òåîðåìû Êðóëëà (ñì.[28, òåîðåìà 14.1, 14.2℄) íîðìà çàäàííàÿ â
Qp èìååò åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå äî Q
a
p, êîòîðîå òîæå ÿâëÿåòñÿ íåàðõèìåäîâûì. Çàìå-
òèì, ÷òî Qap íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì îòíîñèòåëüíî ýòîé íîðìû. Ïîïîëíåíèå Q
a
p òàêæå ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêè ïîëíûì (ñì. [28, òåîðåìà 17.1℄), è îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Cp è íàçûâàåòñÿ
ïîëåì êîìïëåêñíûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.
Äëÿ ëþáîãî a ∈ Cp è r > 0 îáîçíà÷èì
Ur(a) = {x ∈ Cp : |x− a|p < r}, Sr(a) = {x ∈ Cp : |x− a|p = r}.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ ëåìì ìîæíî íàéòè â [10℄,[30℄.
Ëåììà 2.1. Åñëè a ∈ S1(0), òî S1(0) \ U1(a) ⊂ S1(a).
Ëåììà 2.2. Ïóñòü Ckn = n!/(k!(n − k)!), k ≤ n. Òîãäà |Ckn|p ≤ 1.
Îáîçíà÷èì Γ(m) = {x ∈ Cp : xm = 1}, m ∈ N,
Γ = ∪∞m=1Γ(m), Γm = ∪∞j=1Γ(m
j), Γu = ∪∞m:(m,p)=1Γm.
×åðåç θj,k (j = 1, k) îáîçíà÷èì k-òûé êîðåíü èç 1, ïðè÷åì θ1,k = 1.
Ëåììà 2.3. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ âåðíû:
(1) Ïóñòü yn = a, ãäå a = θj,n−1 äëÿ íåêîòîðîãî j = 1, n− 1 è y 6= a. Åñëè (n, p) = 1,
òî y ∈ S1(a).
(2) Γu ⊂ S1(1);
(3) |Cj
pk
|p ≤ 1p äëÿ ëþáîãî j = 1, pk − 1;
(4) Γp ⊂ U1(1).
3Ôóíêöèÿ f : Ur(a)→ Cp íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé , åñëè åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
f(x) =
∞∑
n=0
fn(x− a)n, fn ∈ Cp,
çäåñü ñõîäèìîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå íîðìû íà øàðå Ur(a). Áîëåå ïîäðîáíî îá àíàëèòè-
÷åñêèõ óíêöèÿõ ìîæíî íàéòè â [31℄.
Îñíîâû p-àäè÷åñêîãî àíàëèçà è p-àäè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé èçèêè äàíû â [8℄,[18℄.
2.2. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà Cp. Â ýòîì ïóíêòå ìû íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [29℄,[31℄)
íåêîòîðûå èçâåñòíûå àêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (f, U) íà Cp, ãäå f : x ∈
U → f(x) ∈ U - àíàëèòè÷åñêàÿ óíêöèÿ è U = Ur(a) èëè Cp.
Ïóñòü f : U → U ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé óíêöèåé. Îáîçíà÷èì fn(x) = f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n
(x),
ãäå x ∈ U . Åñëè f(x0) = x0, òîãäà x0 íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
x0 íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(x0) òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî
äëÿ âñåõ y ∈ U(x0) èìååò ìåñòî lim
n→∞
fn(y) = x0. Åñëè x0 - ïðèòÿãèâàþùàÿ òî÷êà, òîãäà
àòòðàêòèðóþùèì áàññåéíîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
A(x0) = {x ∈ Cp : fn(x)→ x0, n→∞}.
Ïóñòü x0 - íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äëÿ óíêöèè f(x). îâîðÿò, ÷òî øàð Ur(x0) (íàõîäÿùèéñÿ
â U) áóäåò äèñêîì Çèãåëÿ, åñëè êàæäàÿ ñåðà Sρ(x0), ρ < r ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ñåðîé
îòíîñèòåëüíî f(x), ò.å. åñëè x ∈ Sρ(x0), òî âñå èòåðàöèè ýòîé òî÷êè íàõîäÿòñÿ â òîé æå
ñàìîé ñåðå, ò.å. fn(x) ∈ Sρ(x0) äëÿ âñåõ n = 1, 2 . . . . Îáúåäèíåíèå âñåõ äèñêîâ Çèãåëà
ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì äèñêîì Çèãåëÿ è îíî îáîçíà÷àåòñÿ êàê
SI(x0).
Çàìå÷àíèå.[10℄ Â êîìïëåêñíîé ãåîìåòðèè öåíòð äèñêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äèñêîì,
è ðàçëè÷íûå íåïîäâèæíûå òî÷êè íå ìîãóò èìåòü îäèí è òîò æå äèñê Çèãåëÿ. Â íåàðõèìåäî-
âîì ñëó÷àå öåíòð äèñêà - ýòî ëþáàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîìó äèñêó. Ïîýòîìó â ïðèí-
öèïå ðàçëè÷íûì íåïîäâèæíûì òî÷êàì ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäèí è òîò æå äèñê Çèãåëÿ,
÷òî äåëàåò íåàðõèìåäîâûé ñëó÷àé îòëè÷íûì îò îáû÷íîãî ñëó÷àÿ.
Ïóñòü x0 - íåïîäâèæíàÿ òî÷êà àíàëèòè÷åñêîé óíêöèè f(x). Ïîëîæèì
λ =
d
dx
f(x0).
Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ àòòðàêòèðóþùåé, åñëè 0 ≤ |λ|p < 1; ñåäëîâîé, åñëè |λ|p = 1 è
îòòàëêèâàþùåé, åñëè |λ|p > 1.
Òåîðåìà 2.4. [10℄ Ïóñòü x0 - íåïîäâèæíàÿ òî÷êà àíàëèòè÷åñêîé óíêöèè f : U → U .
Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ âåðíû:
1 . åñëè x0 àòòðàêòèðóþùàÿ òî÷êà äëÿ f , òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé äëÿ
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (f, U). Åñëè ÷èñëî r > 0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
q = max
1≤n<∞
∣∣∣∣ 1n!
dnf
dxn
(x0)
∣∣∣∣
p
rn−1 < 1 (2.2)
è Ur(x0) ⊂ U , òî Ur(x0) ⊂ A(x0);
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2 . åñëè x0 - ñåäëîâàÿ òî÷êà äëÿ f , òî îíà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì äèñêà Çèãåëÿ. Åñëè
÷èñëî r > 0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
s = max
2≤n<∞
∣∣∣∣ 1n!
dnf
dxn
(x0)
∣∣∣∣
p
rn−1 < 1 (2.3)
è Ur(x0) ⊂ U , òî Ur(x0) ⊂ SI(x0);
3. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà f(x) = x2n+1 + axn+1
Â ýòîì ïóíêòå ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêóþ óíêöèþ f : Cp → Cp, îïðåäåëåííóþ ïî
îðìóëå:
f(x) = x2n+1 + axn+1, (3.1)
ãäå |a|p < 1, a 6= 0, n ∈ N.
Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p ≥ 3. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.4 äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà
äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (3.1).
Çàìåòèì, ÷òî íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè óíêöèè (3.1) ÿâëÿþòñÿ {xi}i=1,2n, ãäå xni = c+,
i = 1, n è xnj = c−, j = n+ 1, 2n, çäåñü
c± =
1
2
(−a±
√
a2 + 4). (3.2)
Äàëåå ÷åðåç c áóäåì îáîçíà÷àòü ëèáî c−, ëèáî c+.
Ëåììà 3.1. Ïðè |a|p < 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî |c±|p = 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó p ≥ 3, èìååì |4|p = 1, îòêóäà èç ñâîéñòâà 1) íîðìû | · |p ïîëó÷èì
íóæíîå ðàâåíñòâî. 
Èç ëåììû 3.1 â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷èì
Ëåììà 3.2. {xj}2nj=1 ⊂ S1(0).
Ëåììà 3.3. Ïóñòü (2n+1, p) = 1. Åñëè f(y) = xj äëÿ íåêîòîðîãî j = 1, 2n è y 6= xj , òîãäà
y ∈ S1(xj).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y ∈ U1(xj), òîãäà y = xj + γ, ãäå |γ|p < 1. Ñëåäîâà-
òåëüíî,
0 = |y2n+1 + ayn+1 − x2n+1j − axn+1j |p
=
∣∣∣∣
2n+1∑
k=1
Ck2n+1γ
kx2n+1−kj + a
n+1∑
l=0
C ln+1γ
lxn+1−lj
∣∣∣∣
p
= |γ|p|(2n+ 1)x2nj +∆1|p = |γ|p,
ãäå ìû èñïîëüçîâàëè (2n + 1, p) = 1 è |∆1|p < 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y /∈ U1(xj). Çíà÷èò,
|y|p ≥ 1. Îòêóäà |y|2n+1p > |a|p|y|n+1p , òàê êàê |a|p < 1. Èç |f(y)|p = |xj |p = 1 íàõîäèì, ÷òî
|y|p = 1, ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ S1(0) \ U1(xj). Â ñèëó ëåììû 2.1 èìååì y ∈ S1(xj). Ëåììà
äîêàçàíà. 
Òåîðåìà 3.4. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ âåðíû:
(i) Åñëè (2n + 1, p) = 1, òîãäà xj - öåíòð äèñêà Çèãåëÿ è SI(xj) = U1(xj).
5(ii) Ïóñòü n = pl, l = 1, 2, ... Òîãäà SI(xj) = U1(c
1/n) äëÿ ëþáîãî j = 1, n.
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Çàìåòèì, ÷òî
|f ′(xj)|p = |xnj |p|(2n + 1)xnj + a(n+ 1)|p = 1
è ∣∣∣∣ 1m!f (m)(xj)
∣∣∣∣
p
=
∣∣∣∣ (2n + 1)!m!(2n + 1−m)!x2n−mj +
(n + 1)!
(n + 1−m)!m!x
n−m
j
∣∣∣∣
p
≤ max{|Cm2n+1|p, |Cmn+1|p} ≤ 1.
Ïðîâåðèì óñëîâèå òåîðåìû 2.4:
q = max
1≤m<∞
∣∣∣∣ 1m!f (m)(xj)
∣∣∣∣
p
rm−1 ≤ rm−1max{|Cm2n+1|p, |Cmn+1|p} ≤ 1.
Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè âûáåðåì r < 1. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåîðåìû 2.4,
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà xj ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì äèñêà Çèãåëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, Ur(xj) ⊂ SI(xj).
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî f(S1(xj)) 6= S1(xj) äëÿ ëþáîãî j. Ïóñòü y òàêîå, ÷òî f(y) = xj , òîãäà
â ñèëó ëåììû 3.3 èìååì y ∈ S1(xj). Êðîìå òîãî, xj /∈ S1(xj). Ñëåäîâàòåëüíî, f(y) /∈ S1(xj).
Óòâåðæäåíèå (i) äîêàçàíî.
(ii) Ïóñòü xni = c, ò.å. x
pl
i = c. Òîãäà
(
xi
c1/n
)n
= 1, ò.å.
xi
c1/n
∈ Γp. Â ñèëó ëåììû 2.3, èìååì
Γp ⊂ U1(1). Ñëåäîâàòåëüíî, xi ∈ U1(c1/n), òàê êàê |c1/n|p = 1. ßñíî, ÷òî xi ∈ U1(xi). Îòêóäà
U1(xi) = U1(c
1/n). Â ñèëó (i) ïîëó÷èì SI(xi) = U1(c
1/n), i = 1, n. Òåîðåìà äîêàçàíà. 
Ëåììà 3.5. Åñëè xn = c, yn = c è x 6= y, (p, n) = 1, òî |x− y|p = 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |x − y|p < 1, òî x = y + γ, |γ|p < 1. Èñïîëüçóÿ
|c|p = |y|p = 1 è |
∑n
k=2C
k
nγ
k−1yn−k|p < 1 ïîëó÷èì
0 = |xn − yn|p =
∣∣∣∣
n∑
k=1
Cknγ
kyn−k
∣∣∣∣
p
= |γ|p
∣∣∣∣nyn−1 +
n∑
k=2
Cknγ
k−1yn−k
∣∣∣∣
p
= |γ|p.
Ñëåäîâàòåëüíî, x = y, ÷òî ïðîòèâîðå÷èòü óñëîâèþ ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà. 
Ëåììà 3.6. Ïóñòü (2n + 1, p) = 1 è (n, p) = 1. Òîãäà xi ∈ S1(c1/n) è SI(xi) ∩ SI(xj) =
∅, i, j = 1, n, i 6= j.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê xni = c, òî
xi
c1/n
∈ Γu. Èç ëåììû 2.3 ñëåäóåò xi
c1/n
∈ S1(1). Îòñþäà
xi ∈ S1(c1/n), ïîñêîëüêó |c1/n|p = 1. Â ñèëó òåîðåìû 3.4 (i), SI(xi) = U1(xi). Ïóñòü xi 6= xj è
y ∈ U1(xi), ò.å. |y−xi|p < 1. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 3.5, |y−xj|p = 1, ñëåäîâàòåëüíî, y /∈ U1(xj).
Òàêèì îáðàçîì, SI(xi) ∩ SI(xj) = ∅, i 6= j. Ëåììà äîêàçàíà. 
Ëåììà 3.7. Ïóñòü (n, p) 6= 1, n = pkm, (m, p) = 1 è cij = ξiηj , ξi ∈ Γ(m), ηp
k
j = c, i =
0,m− 1, j = 0, pk − 1. Òîãäà
(i) SI(cij) = U1(cij) = SI(cil), j, l = 0, pk − 1, j 6= l.
(ii) SI(cij) ∩ SI(ckl) = ∅, k 6= l.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî âèäåòü, ÷òî (2n + 1, p) = 1. Òîãäà, ñîãëàñíî
òåîðåìå 3.4, èìååì SI(cij) = U1(cij). Èç óñëîâèÿ ëåììû ïîëó÷èì ηi ∈ U1(c1/pk), îòêó-
äà ξiηj ∈ U1(ξic1/pk). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, cij = ξiηj ∈ U1(cij) è ñëåäîâàòåëüíî, U1(cij) =
V1(ξic
1/pk), ∀j = 1, pk − 1.
(ii) Â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû ξi ∈ Γu, îòñþäà èç ëåììû 2.3 ïîëó÷èì ξi ∈ S1(1). Çàìåòèì,
÷òî |ξi − ξj|p = 1 (ñì. ëåììó 3.5) ïðè i 6= j. Ïóñòü y ∈ U1(cij), òîãäà
|y − cik|p = |y − cik + ηk(ξi − ξj)|p = 1.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y 6∈ U1(cjk). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (i), èìååì
SI(cij) ∩ SI(ckl) = ∅, k 6= l.
Ëåììà äîêàçàíà. 
Ëåììà 3.8. Åñëè (2n + 1, p) 6= 1, k ≥ 1, òîãäà íåïîäâèæíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ àòòðàê-
òèðóþùèìè. Áîëåå òîãî U1(xj) ⊂ A(xj) äëÿ ëþáîãî j = 1, 2n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 2n + 1 = pkm, k ≥ 1 ñ (m, p) = 1. Òîãäà èìååì |f ′(xj)|p < 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòèðóþùèì. ×òîáû îïðåäåëèòü
àòòðàêòóðóþùèé áàññåéí ìû èñïîëüçóåì óñëîâèå (2.2) òåîðåìû 2.4, êîòîðîå èìååò âèä
q = max
1≤n<∞
{|Cm2n+1|p, |Cmn+1|p}rn−1 < 1.
Åñëè r < 1, ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, U1(xj) ⊂ A(xj). 
Ëåììà 3.9. Åñëè (2n+ 1, p) 6= 1, òî⋃
ξ∈Γm
U1(xiξ) ⊂ A(xi).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 2n+1 = pkm, (m, p) = 1. àññìîòðèì ξ ∈ Γmk , y ∈ U1(xiξ). Òîãäà
y = xiξ + γ è |γ|p < 1. Çàìåòèì, ÷òî
fk(x+ γ) = f(fk−1(x+ γ)) = (x+ γ)(2n+1)
k
+∆γ .
Â ñèëó |a|p < 1, åñëè |y|p = 1, òî |fk(y)|p = 1 äëÿ ∀k ∈ N. Òàêèì îáðàçîì, èç fk(y)− (xiξ +
γ)(2n+1)
k
= ∆γ ñëåäóåò |∆γ |p < 1 äëÿ ∀|γ|p < 1. Òåïåðü ðàññìîòðèì
|f (k)(y)− xi|p = |f (k)(y)− f (k)(xi)|p
= |(xiξ + γ)(2n+1)k +∆γ − x(2n+1)
k
i −∆0|p
=
∣∣∣∣γ
(2n+1)k∑
l=1
C l(2n+1)kγ
l−1(xiξ)
(2n+1)k−l +∆γ −∆0
∣∣∣∣
p
< 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, fk(y) ∈ U1(xi) ⊂ A(xi). Îòêóäà U1(xiξ) ⊂ A(xi) è⋃
ξ∈Γm
U1(xiξ) ⊂ A(xi).
Ëåììà äîêàçàíà. 
Ëåììà 3.10. Åñëè xn = c+, y
n = c−, òîãäà |x− y|p = 1.
7Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ c± (ñì. (3.2)) íàõîäèì, ÷òî |c+ − c−|p = |
√
a2 + 4|p = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî,
1 = |xn − yn| = |x− y|p
∣∣∣∣
n−1∑
k=1
xkyn−k
∣∣∣∣
p
≤ |x− y|p ≤ 1
Îòêóäà |x− y|p = 1. Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè, ÷òî |x|p = |y|p = |c±|p = 1. 
Ëåììà 3.11. Ïóñòü p ≥ 3, (2n + 1, p) = 1 è (n, p) = 1. òîãäà
SI(xi) ∩ SI(xn+j) = ∅, i, j = 1, n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.6, íî çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ëåììà 3.10
âìåñòî ëåììû 3.5. 
Îáúåäèíèâ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà ìîæíî ñîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåî-
ðåìó.
Òåîðåìà 3.12. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ âåðíû:
(i) Åñëè (2n + 1, p) = 1, òîãäà xj - öåíòð äèñêà Çèãåëÿ è SI(xj) = U1(xj), j = 1, 2n.
(ii) Ïóñòü n = pl, l ∈ N. Òîãäà SI(xj) = U1(c1/n+ ), j = 1, n è SI(xj) = U1(c1/n− ), j =
n+ 1, 2n.
(iii) Ïóñòü (2n+ 1, p) = 1 è (n, p) = 1. Òîãäà xi ∈ S1(c1/n+ ), i = 1, n è xj ∈ S1(c1/n− ), j =
n+ 1, 2n. Áîëåå òîãî, SI(xi) ∩ SI(xj) = ∅ äëÿ ëþáûõ i, j = 1, 2n, i 6= j,.
(iv) Ïóñòü (n, p) 6= 1, n = pkm, (m, p) = 1 è cij = ξiηj , ξi ∈ Γ(m), ηp
k
j = c, i =
0,m− 1, j = 0, pk − 1. Òîãäà SI(cij) = U1(cij) = SI(cil) ïðè l, j = 0, pk − 1, l 6= j è
SI(cij) ∩ SI(ckl) = ∅, k 6= i.
(v) Åñëè (2n + 1, p) 6= 1, òî ⋃
ξ∈Γm
U1(xiξ) ⊂ A(xi).
Áëàãîäàðíîñòü. Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû ïðîåññîðàì È.Â.Âîëîâè÷ó è À.Þ.Õðåííèêîâó
çà âíèìàíèå, ïîëåçíûå ñîâåòû è çàìå÷àíèÿ.
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